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Abstrak

Suatu rantai R-modul dan R-homorfisma

=0 =C,=C = Cy =
n+l

disebut barisan eksak jika Imd ., = kerd . Rantai ini disebut juga rantai kompleks jika d d , (Cn+1 ) = {0}
Davvaz dan Parnian memperkenalkan generalisasi konsep barisan gmaieksak dengan menggantikan {0}
dengan Un_1 suatu submodul dari Cn_1 yang disebut dengan U-eksak. Kemudian, Davvaz dan Shabani
mengembangkan konsep ini dengan mendefinisikan konsep rantai U-kompleks, U-homologi, rantai (U,U’)-
pemetaan, rantai (U,U')- homotopi, dan U-fungtor. Z, adalah himpunan bilangan bulat modulo n, dimana n& Z.
merupakan modul atas Z dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Sehingga, Z, dapat dikatakan Z -

modul. Dalam makalah ini, penulis membuat rantai kompleks, U-kompleks, dan (U, U’)-pemetaan dari Z,
dengan memanfaatkan sifat-sifat di aritmatika modulo.

n n-1

Kata-kata kunci: rantai kompleks, rantai U-kompleks, rantai (U,U')- pemetaan, aritmatika modulo.

Suatu rantai R-modul dan R-homorfisma Misalkan R suatu gelanggang komutatif

e Cn+l ecn ecn_l %Cn—z — dengan |dgntltas, yang elemen-

el d, dyy elemennya disebut skalar. Sebuah R-

) . i modul adalah himpunan tak kosong M,
d'sebut ba”san eksak Jlka IIMWH = kerdn . dengan dua operas| yang memenuhl :

Rantai ini disebut juga rantai kompleks jika.
d d (Cn+1)={0}. Dalam [2] Davvaz dan

n n+l

1.(M,+) grup abel.

2.Untuk setiap m;,m,JM dan r,s[R

Parnian memperkenalkan generalisasi konsep berlaku :

barisan eksak dengan menggantikan {0} dengan
Un.1 suatu submodul dari C,4 yang disebut a.mroM
dengan U-eksak. Kemudian, Davvaz dan
Shabani [1] mengembangkan konsep ini dengan
mendefinisikan konsep rantai U-kompleks, U- c.my(r+s)=m;r+mss
homologi, rantai (U,U’)- pemetaan, rantai (U,U’)-
homotopi, dan U-fungtor.

b.m;(rs)=(m4r)s

d.(my+my)r=mqr+ms,r
Z, adalah himpunan bilangan bulat modulo n, e.my-1=m,

dimana Z. Z, merupakan modul atas Z dengan 2. Homomorfisma Modul

operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Pada Misalkan M dan N merupakan R-modul.
awalr?ya, penulis membuat beberapa contc,)h Suatu pemetaan f: M — N dikatakan
rantai kompl_eks, U-kompleks, dan (U,U’)- homomorfisma R-modul jika
pemetaan dari Z, Setelah membuat beberapa v M
contoh, penulis menemukan bahwa contoh- S +sy) =1/ (x)+5f (»).Vx,yEM, d
contoh tersebut membentuk suatu pola yang an r,SER

dapat diperumum dan dibuktikan dengan . .

menggunakan konsep dari teori bilangan. Pada 3. Aritmatika Modulo

makalah ini, penulis membahas perumuman dari
contoh tersebut dan membuat pembuktiannya. i
Penulis berharap teori ini dapat terus dikatakan kongruen dengan b modulo m
mendukung perkembangan ilmu pengetahuan jika (a-b) habis dibagi m atau mi(a-b),
khususnya di bidang aljabar, teori bilangan, dan ditulis: a = b(modm).

kriptografi.

Definisi: Misalkan abm€E Z, a

Teorema: [1a, b, ¢, n[1Z berlaku

Teori * (a+b) mod n=(a mod n)+(b mod n)

ISBN: 978-602-19655-8-0 [ 673 ]



Prosiding Simposium Nasional Inovasi dan Pembelajaran Sains 2015 (SNIPS 2015)
8 dan 9 Juni 2015, Bandung, Indonesia

* (axb) mod n = (a mod n)x(b mod n)
* a=bmodn > ac=bcmodn

Definisikan Z, adalah himpunan bilangan
bulat modulo n. Z, merupakan modul atas Z
dengan operasi penjumlahan dan
perkalian skalar.

4. Rantai Kompleks

Suatu rantai R-modul dan R-homorfisma
w=Cy=C,=C =C,, =
disebut Rantai kompleks jika

d,d (Cn+1)={0}’ n

n" n+l

n+l n n-1

5. Rantai U-Kompleks

Diberikan dua koleksi R-modul
{C}{U.},n0Z, dimana setiap C,
mengandung U, dan homomorfisma R-
modul {d,:C,—C,}. Rantai (C,, Uy, d,)
dikatakan rantai U-kompleks jika

dd, . (C.,)CU,, danImd, DU,

n n+l n+l

6. Rantai (U,U’)-Pemetaan

Misalkan (C,U,a) rantai U-kompleks,
dan (C’,U‘,a‘) rantai  U’-kompleks.
Barisan F={Fn :C,—=C, '} dikatakan

rantai (U,U’)-pemetaan jika diagram
berikut komutatif, yaitu
F,(U,)CU,,dan 4,F, = F, 0

no n-1"n

c,u,d).—C b 5C —4sC - ..
n+l n n-1

\I’Fn+1 \|’Fn \|’Fn—1

Cc,U,d)..—~C' b 5" L s
( ) n+l n

n-1

Hasil dan diskusi
Teorema 1

Misalkan allZ, jika faktor persekutuan
terbesar dari a dan n ditulis GCD(a,n)=b, dimana

n=bc, untuk suatu b,cl/Z maka <c_1> = palpE
Z,} =10, 1.b,...,(c-1)b}
Bukti

Misalkan GCD(a,n)=b, maka [Ic,d[1Z sedemikian
sehingga n=cb dan a=db. Ambil sebarang p

[JZ,. Perhatikan:

pa=pamod n

=pdb mod n (1)
Pandang menjadi 3 kasus:
1. Jika pd = c, maka persamaan (1) menjadi:
pdb mod n&{0 mod cb, 1.b mod cb,...,(c-1)
mod cb}=101 b,... (c — )b

2. Jika pd>c, maka pd=kc+m, untuk suatu
k,m&EZ dan m<c. Persamaan (1) menjadi:

pdb mod cb =(kc+m)b mod cb
=(kcb+mb) mod cb

=mb mod cb
&{0 mod cb, 1.b mod cb,...,(c-1)
mod cb}= 101 b,... (c— )b

[] Terbukti

Teorema 2

Jika @ (12, dan k117, maka (ka)C (a)
Bukti
Ambil sebarang b \<E>, maka:

b = mkamodn=lamod n€<5>untuk suatu
m,I[1Z
[] Terbukti

Teorema 3

Misalkan untuk setiap m berlaku d.: Z,»> Z,
dengan:

dm:)_cH)_cl\/; IU‘nZtuk n bilangan kuadrat,

.= =7/ Untuk n bukan bilangan
d,: X xlNkn kuadrat, dapat dicari k[IZ

sehingga kn bilangan
kuadrat, dan I01Z

Maka rantai berikut rantai kompleks

Bukti
Ambil sebarang X [1Z,

1. Untuk n bilangan kuadrat, maka:

d,d ()?)= xI*nmod n=0

m~ m+l
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2. Untuk n bukan bilangan kuadrat, dapat 2. Jika | mod m#k mod m, maka nilai r yang

dicari k[1Z sehingga kn bilangan kuadrat,
maka:

d,d ()_c)= xI*knmod n=0

m~ m+1

[J Terbukti rantai (2) rantai kompleks

Teorema 4

Misalkan untuk setiap m berlaku

dm: Zn=2 Zn

Un= <lk_2> dengan l_,l;EZn
dm: X > lkx

Maka rantai berikut rantai <lk2 >-kompleks

Blmer Pdm Vlmes (3)

Bukti

Perhatikan bahwa U, | = <lk_2> Imd,, = <l7€>

dmdm+1(Zn)= <12k2> untuk setiap m. Maka

menurut Teorema 2, dndm«(Zy) C U, dan

Imd, DU

m-1

[J Terbukti rantai (3) rantai U-kompleks

Teorema 5

Misalkan 2 rantai U-kompleks
On+1 5,

(Z,,U*8) . — I, — L, — Iy — .
| fat L fa | a1
o, UZm d) . — Ty =2 2, =T, —
dengan:
On: Zp — Ly dn: L — D
a — ka 5o

Misalkan pula f=(f,)n1z rantai (U,U’)-pemetaan
dengan:

wi Ly — -
! P n

@ +r ra modm

Maka berlaku:

1. Jika Jika | mod m=k mod m, maka nilai r
yang memenuhi adalah semua anggota
himpunan Z

memenuhi adalah 0 atau kelipatan dari
m

Bukti:

Ambil sebarang a € Z,, karena f rantai (U,U’)-
pemetaan, maka:

dnfn (5)= f;t—lan(a)
Ira mod m=kra mod m

Berdasarkan sifat aritmatika modul, diperoleh
nilai r yang memenuhi adalah:

1. Jika Jika | mod m=k mod m, maka nilai r
yang memenuhi adalah semua anggota
himpunan Z

2. Jika | mod m#k mod m, maka nilai r yang
memenuhi adalah 0 atau kelipatan dari
m

Kesimpulan

Dengan memanfaatkan sifat-sifat aritmatika
modulo, kita bisa membuat suatu bentuk umum
dari rantai kompleks, U-kompleks dan (U,U’)-
pemetaan dari Z,, yaitu:

1. Misalkan untuk setiap m berlaku

dm: Zn~> Z, dengan:

dmi)_CH)_Cl\/; IU‘nZtuk n bilangan kuadrat,

.= =7/ Untuk n bukan bilangan
d,: X xlNkn kuadrat, dapat dicari k[IZ

sehingga kn bilangan
kuadrat, dan I01Z

Maka rantai berikut rantai kompleks

d =

2. Misalkan untuk setiap m berlaku

dm: Zn=2 Zn

Un= <lk_2> dengan Z_,IEE A
dm: X > lkx

Maka rantai berikut rantai <lk2 >-kompleks

3. Misalkan 2 rantai U-kompleks
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@ +r ra modm

Maka berlaku:

1. Jika Jika | mod m=k mod m, maka
nilai r yang memenuhi adalah semua
anggota himpunan Z

2. Jika | mod m#k mod m, maka nilai r
yang memenuhi adalah 0 atau
kelipatan dari m

4. Teori bilangan merupakan dasar dari
ilmu kriptografi. Karena itu, hasil
penelitian ini masih bisa dikembangkan
untuk mendukung perkembangan ilmu
kriptografi.
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